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Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

Resumo Teodrico

Matrizes
Representacao

@1 a2 a0

A = (a ) 2 x 3 pode ser representada por A =
21 dz2 a3

Matriz Transposta

a b cl @ 10
_ AL O
ABZBHD %;2D
B 38

Igualdade de Matrizes
A=B (aij) = (b”-) para todo i e todo j.
Adicao de Matrizes

C=A+B = (¢ = (a) + (by) para todo i e todo j.
Propriedades

a.—-A = (-ay) paratodo i e]j

b.A+B=B+A

c¢A+0=A

dA+B+0O=A+B)+C

e.B-A=B+ (-A)

Multiplicacao de Matriz por Numero



Multiplicacao de Matrizes

@ bO x yO_[@x+bz ay+btO
E dH E tH_ Ex +dz ¢y +dtH
Propriedades

a. Em geral AB#B.A

b. A(BC) = (AB)C

c. AB + C) = AB + AC

d. (A + B)C = AC + BC

e. Al = |A = A, | matriz identidade

Matriz Quadrada

NUmero de linhas = ndimero de colunas

Determinante
Matriz 2x2

@ bO
A= O det(A¥
% dd

B % ad - be
c d

Matriz 3x3: Regra de Sarrus

@ b cO a b cla b
A:% e fgm det(Ay |d e fld aet bfg+cdh— ceg— afh— bdi
B h ig g h ijg h

Matriz Inversa (A '1)
AAT=ATA=1

a. S6 existe para matrizes quadradas

b. S6 existe A' quando det(A) # 0 e neste caso det(A ") = 1

" det(A)
0d  -bQ
_ @ bO 1 Op A0, _
c.s.eA_E dHD A= B imA_det(A)
NN



Teorema de Laplace

O determinante de uma matriz é igual a soma do produto dos elementos de uma linha (ou coluna)
pelos respectivos cofatores.

Regra de Chio

Sévalesea;; = 1.

Ta b

s 3=2—ac 3-bc
1 s 4 —ad 5-bd

Propriedades dos Determinantes

a. det(AY) = det(A).
b. Se uma linha (ou coluna) é formada sé de zeros, o determinante é igual a zero.

¢. Quando trocamos de lugar duas linhas (ou colunas) paralelas, o determinante fica
multiplicado por —1.

d. Se duas linhas (ou colunas) paralelas sao Iguais (ou proporcionais), o determinante é igual a zero.

e. Se os elementos de uma linha (ou coluna) apresentam um fator comum k, este pode ser colocado
em evidéncia.

f. Se A é uma matriz quadrada de ordem n, entdo det(k.A) = k".det(A)

g. Teorema de Binet: det(A.B) = det(A).det(B)
Atencao: em geral, det(A+B) # det(A) + det(B)

h. Teorema de Jacobi (importante para obtencdo de zeros). O determinante de uma matriz ndo se
altera quando somamos a uma linha (ou coluna) outra linha (ou coluna) paralela multiplicada por
uma constante.

Oor 0 0 0.
H3 4 o oH
i. Matriz Triangular: A =0 00 det(AF [ 4(-3) 8
02 3 - 0p
Hs 6 7 8H



Sistemas Lineares
Regra de Cramer

Uay* +b,” +ci =d,
Dado o sistema @, +b,” +c,” =d,
%33x +by’ +c3” =dy
a; by ¢
Seja D o determinante da matriz dos coeficientes, isto é, D=ja, b, ¢,
as by ¢3
e Dx, Dy e Dz os determinantes que se obtém de D substituindo os coeficientes de x, y e z,
di by ¢
respectivamente pelos termos independentes (d;, d, e d3). Porexemplo, D, =d, b, ¢,
d; bs ¢
Se D # 0, entao o sistema tem solucao Unica dada por:
X :Dix- y :&' 7 :DiZ
D D D
Classificacao e Discussao de um Sistema Linear

Todo sistema normal (n equagdes e n incognitas), é classificado em:

a. Sistema Possivel e Determinado (SPD) - Admite uma Unica solugdo. D # 0.

b. Sistema Possivel e Indeterminado (SPI) - Admite infinitas solu¢des. D = O.

c. Sistema Impossivel - Nao admite solucdo. D = 0.

Sistemas Homogéneos

Todos os termos independentes sao nulos. Neste caso o sistema admite a solucao trivial (ou imprépria)
x =y =z = 0. Temos entao:

a.D#0 O A Unica solucdo é a trivial (0,0,0). O sistema é SPD.

b.D = 00 Admite além da solucao trivial outras solucdes. O sistema é SPI.

Atencao: Um sistema homogéneo nunca sera impossivel.
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. Dada a matriz A = §1 ZE calcule a sua inversa A,
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Exercicios

0 10 o 10 .. , .
Se A = eB = entdao A. B é a matriz
2 3 B s3H

00 50 D6 70 6 260 120 00 0[O

“H2 21 @6 31H “B 31H @ 21H “H2 14H

Determine os valores de X, y e z na igualdade abaixo, envolvendo matrizes reais 2 x 2:
0 0010 xO_x-y 00,2-4 00

5 of® o Bx 20 H-2 of

. A relacao especial, que vocé deve ter observado entre A e A" acima, seria também encontrada se

calculdssemos as matrizes inversas de:
33 40 35 60 31 20

H2 3B H4 sH Ho 1H

Generalize e demonstre o resultado observado.

Considere as matrizes reais 2 x 2 do tipo

AK) = [os X senx[]
Benx cos XH

. Calcule o produto A(x) . A (x)
. Determine todos os valores de x [0, 21 para os quais A(x) . A(x) = A(x).

a b O
b
Se g = 0, entdo o valor do determinante|0 d 1|é
¢ c 0 2
a.0
b. bc
c. 2bc
d. 3bc
e. b2c?

Seja a [ R e considere as matrizes reais 2 x 2

032 —10 Da% g2~ 3 O
A=0 0e B=n e, o produto AB sera inversivel se e somente se:
51 3°FH 7 22§
a’ —5a+6#0

b.a? -5a#0
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c.a’®-3a#0
d.a?-2a+1#0
e.a’-2a#0

Considere A e B matrizes reais 2 x 2, arbitrarias. Das afirmacdes abaixo asssinale a verdadeira. No seu
caderno de respostas, justifique a afirmacdo verdadeira e dé exemplo para mostrar que cada uma das
demais é falsa.

a. Se A é nao nula entdo possui inversa.
b. (AB)t = AtBt

c. det (AB) = det (BA)

d. det A2 =2 detA

e.(A+B)(A-B) =A?2-B?

Dicas

Vamos dar um exemplo de produto de duas matrizes para vocé lembrar:
5 3007 80_M5T+30)(5B8+30)0_35+3 40+30_[38 430
H oHH 'H Hio+omus+omf H7+o 8+0H H7 8H

. a b
Dadas duas matrizes AzEa” 12U e B=®” 12U
%21 azzH @21 bzzH
_ @by +agabyy agbyy +ag,by, 0
AB=
%21b11 +ay,by ayby; +aZZbZZH

A+B=@Hb“ ay,by, 0
%21b21 a22bZZH

: . b d -b
Para calcular a inversa de uma matriz A = EF H podemos usar a formula A~ = 1 a
£ d5, ad—bc Fc a H

onde ad — bc # 0.

Se ad — bc = 0 a matriz ndo sera inversivel.
Faca o produto das matrizes e ndo esqueca que sen?x +cosZx =1

Comece calculando o valor dos dois determinantes e depois faca uma substituicdo do primeiro
resultado no segundo.

1. Para que uma matriz seja inversivel, o seu determinante tem que ser diferente de zero.
2. Teorema de Binet: det(A . B) = det A . det B
3.det (AB)Z0 0 detAZ0edetB#0
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- 90

sead — bc = 0.
2. Teorema de Binet: det(A . B) = det A . det B
3. Lembre-se de que o produto de matrizes ndo é comutativo, ou seja, nem sempre temos AB = BA.
4. det A’ = det (A . A)
5. (A.Bt=8t Al
6. (A+B).(A-B)=A’-AB + BA-B?
Resolucoes

Alternativa b

Vamos efetuar o produto A . B =

0 50 oM@ +1M) (0B+10) O_
_@ 3H 7H Hem +3m) 23 +3mH
M+6 0+70.06 70

“fg+18 10421 Be 31H

M 00O XDBVODZ4OD
& oH® o Hx zH B-z off
0 OD:D(—y+z—4 00
%) XZB Hx+y—z ZH
(k—-y+z-4 =0 |

0 _
Hk+y-z=0 I

B2 =z

Somando as equagdes | e Il, temos: 2x—-4 =00 x =2
Substituindo x = 2 em Ill, temos: z = 4
Substituindoem II, temos: 2 +y-4 =00y =2
Resposta:x =2, y=2,z=4

@ bO

) d -bg .
. A= oal=_" :
Sendo E BM 4 be [ﬁc , H entao

A 02 30, i Eﬁ ‘35:1% - 30
H1 ZH T on-30-) -2H -1 -2H

Al
Resposta: A~ = EH ZH

. b . . . . )
. Uma matriz A = Ba Bnao é inversivel se o seu determinante for igual a zero, ou seja,



b.

04.
. Calculando o produto A(x) . A(x), temos:

05.

06.

A relacdo especial encontrada foi A" = A.

@3 4035 60 1 20 o .
Observando as matrizes e notamos que todas sao iguais as suas respectivas
H2 3 H4 sH Ho 1H

inversas. Notamos também que a,, =—a;,a;; =—-a;1 +1 ea,; =a;; +1, fazendoa,; =a
. . [@dqq ap Oa —-a+10
podemos generalizar a matriz como
By a2 ] B+ -af

) a —a+10,. )
Resposta: A matriz = De inversa de si mesma.
% +1 -a H

0S X senx 0S X senx 1 2 senx cos X 1 sen2x
AK) . AK) = HT H=H 0 AKX . AK) =1 ]
[$ENX COS X[J[PENX COS X[] [Z SEeNX COSs X 1 0 sen2x 1T

CAKX) AKX = AX)

H 1 ser\ZXH B:os X sean [rosx=1 |
= ] 0
rsen2x 1 g senx cosxpy  sen2x =senx U P senkl cos = senx I
Substituindo | em Il, temos:
2.senx.1 =senx
2senx—senx =0
senx =0
Os valores de x [ [0, 211 que satisfazem as equacdes cos x = 1 esen x = 0 sdao x = 0 ou x = 2T

Resposta: x = 0 ou x = 2x

Alternativa d
a b

=00 ad—-bc=00 ad = bc
c d

a b O
0 d 1=2ad + bc=2.(bc)+ bc=3bc
c 0 2

Alternativa e

Para que A . B seja uma matriz inversivel temos que ter det(A . B) # 0.
Pelo teorema de Binet, temos: detA . detB #0

32— &t g3
-1 3 #7 27
3 -nwr'2” -78%7) £0
3320 e 7727 -7B%3 20
322 £ 7727 27873

0
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az0 z&:ﬂ[ﬁ

7 8

7° 82 72 8°

703 * 783

72 72

8% 82

7 7 f
+

B

az?2

Como a# 0ea#2aresposta correta é a’-2az0.

A afirmacao verdadeira é a ¢, pois det(A . B) = detA . detB = detB . detA = det(B . A) pelo Teorema

de Binet.

As outras afirmacoes sao falsas, veja os exemplos:

2 .
a. A= EB 4 HD detA = 0 A énao nula mas A ndo possui inversa.
0

1 t
o.a=H %Heg=H Ho . pt=H 2H O -0 42_0 30
B 40 M 2

M 40P 20p B 8H B 8f

tBt:H‘ BHﬂ OHH‘ 6HD Al B Al B O (A.BtzAt, Bt
5 4Bl o2 sl (B9 R

d.a=f 2fn detA2=det%‘ Zﬁﬂ 2% etll” 0= 4
? 40 0P 400 4m

05 22q

2.detA:2.detB‘ ZH:Z.(—z):—4D detA2 # 2 . detA
P 40

e n=0" “Heg-H" *Hoa+p. a-p=F °HH®> “2H-H3° ~'{
o3 0 03 20

® 2006 -20 o112 -4p
, Al o2pmt 2 1 401 405 2 3 40 @18 -2
° _Eﬁ o@jga OELE_B 2%@3 2%‘@3 —6%@13 16§_§6 —22@
(A +B) A -B) #A? — B



